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Tema br. 8:
Teoremi srednje vrijednosti
Vjekoslav Kovaé, 20.5.2022.

Teorem (Rolleov! teorem srednje vrijednosti). Neka su dani realni brojevi a < b. Ako je funkcija
f: [a,b] = R neprekidna na [a,b], derivabilna na (a,b) i zadovoljava f(a) = f(b) = 0, tada postoji
tocka & € {a,b) takva da je f'(§) = 0.

Primjer 1. Neka sun € Niag,a,...,a, € R. Ako jednadzba ), _, k“—flxk“ = 0 ima barem jedno
strogo pozitivno rjesenje, dokazite da jednadzba » ) _, apz® = 0 takoder ima barem jedno strogo
pozitivno rjesenje.

Rjesenje primgjera 1. Pretpostavimo da je = ¢ > 0 rjeSenje prve jednadzbe. Primjenom Rolleovog
teorema srednje vrijednosti na (polinomijalnu, dakle i derivabilnu) funkciju

a

k s
+1

[0, = R,  f(z) ::Zk
k=0

i opservacijom f(0) = 0, f(c) = 0, dobivamo tocku £ € (0, ¢) takvu da vrijedi f/(§) = 0, tj. jednadzba
f'(xz) = 0 ima rjesenje x = £ > 0. Preostaje primijetiti

Fa) =3 aat
k=0

pa je f'(x) = 0 upravo druga jednadzba iz iskaza.

Primjer 2. Ako je funkcija f: [a,+00) — R neprekidna na [a,+00), derivabilna na (a,+o0) te

zadovoljava f(a) = 0 i lil_il_l f(z) = 0, dokazite da tada postoji tocka £ € (a,+o0) takva da
T—r+00

je f'(§) = 0. (Dakle, ovaj primjer prosiruje Rolleov teorem srednje vrijednosti i na jednostrano

neogranicene intervale.)

Rjesenje primjera 2. Ideja je komponirati f s nekom funkcijom koja ¢e stisnuti neograniceni interval
la, +00) na ograniceni. Definirajmo g: [0, 5] — R formulom

g@%:{§a+@w Zze@&»
_z

Ocigledno je g neprekidna na [0, 5), a zbog

tE%ﬂ_g(t) B [$ et tgt] - xgrjloof(x) =0
je ona neprekidna na cijelom segmentu [0, 7]. Osim toga, ¢ je derivabilna na (0, ) (kao kompozicija
dviju derivabilnih funkcija) te vrijedi

1
"t) = 1 tgt) ——.
g t)=f(a+ g)COSQt

Prema Rolleovom teoremu srednje vrijednosti primijenjenom na funkciju g postoji tocka ¢ € (0, 5)
takva da je ¢’(¢) = 0, odakle je f'(a +tg() = 0.

' Michel Rolle (1652-1719), francuski matematicar. Posebni sluéaj ovog rezultata, za polinomijalne funkcije, dokazao
je 1691.




Primjer 3. Hermiteovi® polinomi (H,)2, definirani su formulom

Hy(z) = (-1)%%26[%6*%2

Tako je naprimjer prvih nekoliko ¢lanova tog niza dano formulama:

Ho(z) =1,

Hy(z) = 2z,

Hy(z) = 42% — 2,

Hs(z) = 8% — 12z,

Hy(z) = 162" — 482% + 12.

Nije tesko vidjeti da je i opéenito H,, polinom i to stupnja n. Pokazite da za svaki n € N Hermiteov
polinom H, ima sve nultocke realne i kratnosti 1.

Rjesenje primgera 3. Oznaéimo f,(z) = Cl‘i—nne_”"Q, tako da H, i f, imaju iste nultocke. Mate-
matickom indukcijom po n € N dokazujemo da f,, ima n realnih (medusobno razli¢itih) nultocaka.
Kako je H, stupnja n, slijedit ¢e da su to sve njegove nultocke.

Baza indukcije n = 1 je trivijalna, jer je x = 0 jedina nultocka od fi(x) = —2ze~*". Za korak
indukcije uzmimo n € N i pretpostavimo da f, ima realne nultocke

1 <X < < Tp-1 < Tp.

Za svaki k € {1,2,...,n — 1} po Rolleovom teoremu srednje vrijednosti primijenjenom na intervalu
[Tk, Try1] POStOji yr € (zy,wxy1) takav da je f)(yx) = 0. Nadalje, kako je f,(v) = %,
odmah vidimo lim,—, 1+ fn(z) = 0 pa po Primjeru 2 postoje yo € (—00,x1) 1 yp, € (zy, +00) takvi

da je f!(yo) = f} (yn) = 0. Zato su
Yo <Y1 < - <Yp-1<Yn
realne nultocke funkcije f,41 = f.

Teorem (Lagrangeov® teorem srednje vrijednosti). Neka su dani realni brojevi a < b. Ako je
funkcija f: [a,b] — R neprekidna na [a,b] i derivabilna na {(a,b), tada postoji tocka & € (a,b) takva
da je

fb) = fla) = f(E)(b—a).
(Rolle)=(Lagrange): Primijenimo Rolleov teorem srednje vrijednosti na funkciju definiranu formu-
lom g() = f(x) — f(a) — LU= (z — a) te votimo g(a) = g(b) =01 ¢'(x) = f/(x) — LY=L,
(Lagrange)=>(Rolle): Uzmimo poseban slucaj kada je f(a) = f(b) = 0.
Primjer 4. (Darbouxov* teorem o meduvrijednostima derivacije) Neka su o < 3 realni brojevi i
f: [a, B] = R derivabilna funkcija. Ako je f'(«) # f/(8), tada za svaki broj y izmedu f'(a) i f'(5)
postoji € € (a, 8) takav da je f'(£) = y.
Kratko kazemo da derivacija funkcije ima svojstvo meduvrijednosti (poput neprekidnih funkcija,
premda ona sama ne mora biti neprekidna).

2Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar. Pisao je o tim polinomima 1864., ali prije njega su ih veé
proucavali Laplace 1810. i Cebisev 1859.

3 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), roden kao Giuseppe Lodovico Lagrangia, talijansko-francuski matematicar i
astronom. Rezultat je u ovom obliku prvi dokazao Cauchy 1823.

*Jean-Gaston Darboux (1842-1917), francuski matematicar.



Rjesenge primjera 4. Definirajmo novu funkciju g: [a, 5] — R formulom

(@) 78 T = «Q,
2z—a)— f(a «
oo~y Pl
28—2¢ zax € <T>B>7

f'(B) za x = [3.

Lako se provjeri da je ona neprekidna. Naprimjer,

] o f@r—a)— fla) o
rl_l}rél+g<l')—x1_l>rél+ 2r — 2« —[t—zx—a]—thaIl+ t—a«a

= f(@) = g(a).

Kako je y broj izmedu g(a) i g(8), po Bolzano®-Weierstrassovom® teoremu o meduvrijednostima
neprekidne funkcije postoji v € (a, 5) takav da je g(v) = y.

e Akojer € (a, #] , tada po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji £ € (a, 2y —a)

takav da je f'(&) = W =g(v) =y

e Akojer € <O‘—J2rﬁ, ﬂ>, tada po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji § € (2y— 8, )

takav da je f'(&) = %W =9(v)=yv.

Teorem (Cauchyjev’ teorem srednje vrijednosti). Neka su dani realni brojevi a < b. Ako su funkcije
f,9: [a,b] = R neprekidne na [a,b], derivabilne na {a,b) i ¢'(x) # 0 za svaki x € {(a,b), tada postoji
tocka € € (a,b) takva da je

f) = fa) _ 1©)

g9(b) —g(a)  g'(&)

(Rolle)=(Cauchy): Napomenimo da iz Rolleovog teorema srednje vrijednosti slijedi g(b) — g(a) # 0.
Primijenimo jos Rolleov teorem srednje vrijednosti na funkciju definiranu formulom h(z) := f(z) —

f(a) = LE=LD (g(2) — g(a)) te nocimo h(a) = h(b) = 01 W(x) = f'(x) — LY=L /().

(Cauchy)=(Lagrange): Uzmimo poseban slucaj kada je g(x) = x.

Primjer 5. Neka su 0 < a <bi f: [a,b] = R derivabilna funkcija. Dokazite da postoji & € (a,b)
takav da je

Ll
a—>b|f(a) f(b)

Rjesenje primgjera 5. Definirajmo funkcije u,v: [a,b] — R formulama

' 1O —£F(0).

tako da je
f'(@)x — f(x) —1
u(r) = ————= J(z)= g
Cauchyjev teorem srednje vrijednosti primijenjen na funkcije u i v daje tocku £ € (a, b) takvu da je

W (€) _ u(b) —u(a)
(&)~ o) —v(a)’

5Bernard Bolzano (1781-1848), roden kao Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano, ¢eski matematicar,
logicar, filozof i teolog.

SKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), njemacki matematicar.

" Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar.




Sto se transformira u

f(b)

S,

(a) a — a
7€) —&r'(e) = _ ofOIZbita)

Q ‘

=
Q=

~—

Teorem (Taylorov® teorem srednje vrijednosti). Neka su dani realni brojevi a < b i cijeli brojn > 0.
Ako je funkcija f: [a,b] — R klase C™ na [a,b] i f™*V) postoji na (a,b), tada postoji tocka € € (a,b)
takva da je

= f(k)(a) k f(m_l)(f) +1
b) = b— =2 (b—a)""".
F =3 e+ =)
Analogna tvrdnja vrijedi kada je b < a te se obiéno dva slucaja objedinjuju i samo se kaZe da je &
izmedu a 4 b.

(Rolle)=(Taylor): Primijenimo Rolleov teorem srednje vrijednosti na funkciju definiranu formulom
(b—x n+l

.o . n —x k oo
h(z) :=g(z) — Wg(a), pri cemu je g(z) := f(b) — > 1o ® k!) f®) () te uocimo

h(a) =0, h(b) = g(b) =0,

g(r) = LoD o g,

W) = (=) (= /@) + i 0(@).
") (g

o) = £06) - 3 Dyt

k=0
(Taylor)=(Lagrange): Uzmimo poseban slucaj kada je n = 0.
Primjer 6. Neka je a € R, neka je f dvaput derivabilna na (a,+o00) i neka su

M;:= sup [fO(a)|

z€(a,+0oo)
za 1 =0,1,2. Ako je M5 > 0, dokazite da vrijedi M12 < 4MyMs.
Rjesenje primjera 6. Primijetimo da iz My > 0 slijedi i My > 0. Uzmimo z € (a,+o0), h > 0.

Prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti postoji & € (z,x + h) takav da je

1
fla+h) = f(@) + ' @h+ 3" (©h
1z posljednje jednakosti slijedi

7)< [LEHZIE D) < 2o 4 2o,

a uzimanjem supremuma po z dobivamo M; < %M() + %Mg. Trazena nejednakost slijedi odabirom
h =2/ My/Ms.

Primjer 7. Pretpostavimo da je funkcija f: R — R triput derivabilna i da su funkcije f, f/, f”, f"”
strogo pozitivne na cijelom R. Ako je f”(x) < f(x) za svaki x € R, dokazite da vrijedi f/(z) < 2f(z)
za svaki z € R.

8Brook Taylor (1685-1731), engleski matemati¢ar. Formulirao je verziju ovog rezultata 1712., ali je tek Lagrange
ponudio ovu precizniju formulaciju.



Rjesenje primjera 7. Fiksirajmo z € R i h > 0 te ozna¢imo A = f(z), B = f'(x), C = f"(x).
Poznato je da su funkcije f, f/, f” rastuée. Prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti postoji
&1 € (x — h,z) takav da je

0< f(z—h) :Ath+%f”(§1)h2 <A—Bh+ %ChZ,

a uzimanjem h = B/C (formula za tjeme parabole) dobivamo B? < 2AC. Takoder prema Tayloro-
vom teoremu srednje vrijednosti postoji & € (x — h, z) takav da je

1 1
0< fl(x—h)=B—Ch+ = f"(&)h? < B—Ch+ - Ah?,
2= 2
<f(&2)
a uzimanjem h = C'/A dobivamo C? < 2AB. Dakle, imamo
B* < 4A%C? < 8A3B = (24)3B,
tj. B < 2A.

Primjer 8. Za f € Cl([a,b]) i n € N stavimo

JANS ::b;a§f<a+kb;a)—/:f(x)dx.

Dokazite 1
lim nA, = i(b —a)(f(b) = f(a)).

n—oo

Rjesenje primjera 8. Primijetimo da je A, razlika Riemannove? sume funkcije f za ekvidistantnu

subdiviziju na intervale I, := [a+ (k — 1)5’77“, a+ k:bfTa} evaluirane u desnim krajevima tih intervala
i integrala funkcije f na segmentu [a,b]. Zapisimo:

An:i (b;af(a+k‘b;a> - ka(x)d:z:)

k=1
_ ;/Ik (Fla+k5e) — f(2))dr

Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti za svaki x € Iy postoji & € I tako da vrijedi

fla+kE2) = f(2) = F©( (a+ k) — 2 ).
~——

>0
Oznac¢imo li s my, 1 My redom minimum i maksimum od f’ na I, integriranje po x € I, i koristenje

[, (i =)= 5(77)

k

h(55)' < et - soor (5

Iy n

daju

9Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), njemacki matematicar.



odakle je
(b—a) (b-a) <
o D Mk S A <oy M,
k=1

tj.

b—ab—
2CL aka<nA

U gornjoj ocjeni prepoznajemo izraze za donje i gornje Darbouxove sume funkcije f’. Kako je ta
funkcija Riemann-integrabilna, a o¢ice subdivizija teze u 0, te Darbouxove sume konvergiraju prema
integralu pa (po teoremu o sendvic¢u) dobivamo i

lim nAn— a/f bia(f(b)_f(a))‘

n—oo

Primjer 9. Dokazite

ﬁ ke~ fz(%”)n kada n — oo,

k=n+1
tj.
2n k
lim =2 — /2,

()"

Rjesenje primjera 9. Logaritmiranjem razlomka iz zadatka dobivamo:

2n

In =h=nd 1 ni1 b Z Ink —n(lnd+1Inn —1)
(6) k=n+1
g 4

= 1 k)—1 —nln-— In(1 —nln-—.
k:1(n(n+ ) —Inn) nn Zn( + ) nln -

Promotrimo funkciju f: [0,1] = R, f(z) :=In(1 + z). Kako je
1 1
_|lu=In(1+2) du—m B ‘1_/ rdr 4
/Oln(1+:1:)daz—[ do = d o —(xln(1+a:))0 ; 1+:E—21n2 l—lne,

gornji logaritamski izraz je upravo nA, za
1
8= 2305 - [ st
"=

a iz prethodnog primjera znamo
. 1 1
Jim nA, = (1 - 0)(f(1) — £(0)) = gn2=In V2.

Alternativno se zadatak moze rijesiti koristenjem Stirlingove formule:

n n
n! ~ 27m<—) , kada n — oo,
e

tako da se zapiSe:

gy Vama(2)”




Zadaci za vjezbu.

Zadatak 1. Za realne brojeve a < b neka su f, g, h: [a,b] — R neprekidne funkcije koje su deriva-
bilne na (a,b). Dokazite da postoji tocka £ € (a,b) takva da je

&) g€ H(E)

f(a) g(a) h(a)| =0.
f(b)  g(b)  h(b)
Zadatak 2. Ako je f realna, dvaput derivabilna na [0,1], f(0) = f(1) = 0 i min f(z) = —1,

z€[0,1]
dokazite da postoji zg € (0,1) takav da je f”(xo) > 8.

Zadatak 3. Pretpostavimo da je f realna, tri puta derivabilna na [—1,1] i takva da je f(—1) =0,
f(0) =0, f(1) =1, f/(0) = 0. Dokazite da postoji zg € (—1,1) takav da je f® (z0) > 3.

Zadatak 4. Ako je funkcija f: [0,+00) — R neprekidna na [0,+o00) i derivabilna na (0, +00) te
ako vrijedi f(0) = 11 |f(z)| < e™® za svaki x > 0, dokazite da postoji tocka £ > 0 takva da je
7€) =%,

Zadatak 5. Ako je f: (0,4+00) — R funkcija klase C? takva da je li%gr f(x)=—c0i lim f"(z)=
z—

z—0-+
400, dokazite da vrijedi lim /(@)

04 fl(z) 0.

Zadatak 6. Profesor Zbunji¢ izracunao je vrlo kompliciranu formulu za neku funkciju f: [a,b] — R
klase C!, a zeli dokazati da je f(x) > 0 za svaki 2 € [a,b]. Objasnite mu da je dovoljno naéi
0,6, M > 0 takve da je M < e ibrojeve a =x¢ < x1 < - < Tp_1 < T, = b takve da vrijedi:

o 1) —rp_1 <dzasvakik=1,2,...,n,
o f(xy) >ezasvaki k=0,1,...,n,
o |f(x)] < M za svaki z € [a,]].

Zadatak 7. Neka su a < b realni brojevi i neka je f: (a,b) — R derivabilna funkcija. Pretpostavimo
da za svake razlicite x,y € (a,b) postoji jedinstveni z € (a,b) takav da je Jy) = /() = f'(2).
y—x

Dokazite da je funkcija f ili strogo konveksna ili strogo konkavna.

Zadatak 8. Neka su dani n € Ny, realni brojevi a < b, realni brojevi g < x1 < -+ < Tp—1 < T, iz
intervala [a, b], neprekidna funkcija f: [a,b] — R koja ima (n + 1)-vu derivaciju na (a, b) i polinom
P stupnja najvise n takav da je P(x;) = f(z;) za j = 0,1,...,n. Dokazite da za svaki z € [a, ]]
postoji tocka & € (a,b) takva da vrijedi

1

nt 1)!f("“)(§)(a: —2o)(x—21) - (2 — 2p1) (T — @)

f(2) - P(x) =

Zadatak 9. Za f € C*([a,b]) i n € N stavimo

n

A, ::/abf(:c)d:n—b_na;f(cH—@k—l)b_a).

2n

Dokazite 1
lim n?A, = —(b—a)?(f'(b) — f'(a)).

n—0c0 24



Zadatak 10. Oznaé¢imo:

U~—1+1+1++1 v-—2+2+2++2
""" n+1 n+2 n+3 on "7 2n+1 2n+3  2n+5 dn —1°

Dokazite da vrijedi:

1 1
lim U, =In2,  lim V, =2, lim n(n2-0U,) =7, lim n*(In2 —V,) = T

n—00 n—00 n—00 n—00 2

Napomenimo da se posljednje dvije jednakosti mogu alternativno zapisati:

1 1 1 1
U, —ln2—%+o(ﬁ>, Vi —ln2—m+o<ﬁ>, kada n — oo.

Domaca zadaca. Rijesite barem 5 zadataka od gore navedenih 10 zadataka za vjezbu.
Rok predaje: petak 10.6.2022. (3 tjedna od izlaganja)

Rjesenja mi mozete poslati skenirana ili uslikana e-mailom.
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Tema br. 8:

Teoremi srednje vrijednosti

Rjesenja zadataka za vjezbu
Vjekoslav Kovac

Rjesenje zadatka 1. Ako definiramo F': [a,b] — R formulom

f(x) g(z) h(x)
F(z):=|f(a) g(a) hla)],
f@) g(b) h(b)

a a

f@) g
Kako determinanta s dva jednaka retka mora iznositi 0, zaklju¢ujemo F(a) = F(b) = 0. Preostaje primijeniti
Rolleov teorem srednje vrijednosti.

Rjesenje zadatka 2. Kako je f neprekidna na [0, 1], postize se minimum iz zadatka, tj. postoji ¢ € (0,1) za kojeg
je f(c) = —1. Kako je ¢ tocka lokalnog minimuma, imamo i f/(¢) = 0. Prema Taylorovom teoremu srednje
vrijednosti postoji & € (0, ¢) takav da vrijedi

0=F(0) = /(&) — f'(OcHof"(E)E 4 (&) = =
N~ N—— 2 C
=1 =0

te postoji & € (e, 1) takav da vrijedi

2
(1—-0¢)*

0= (1) = (&) + fO0 - +2 @)1 . f'(E) =
Inet e
Ako je ¢ < %, onda imamo f”(&;) > 8, a ako je ¢ > %, onda imamo " (&) > 8.

Rjesenje zadatka 3. Prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti postoje & € (—1,0) i & € (0, 1) takvi da je
1 .
11(0) = 519 &)

te
1= (1) = JO)+ J0) 45 £/0) + O @),

~ =~
=0 =0

Oduzimanje daje
FOE) + () =6
pa barem jedan od brojeva f(3)(&;), £ (&) nije manji od 3.
Rjesenje zadatka 4. Definirajmo g: [0,+00) — R formulom g(z) := e™* — f(x). Ta funkcija je neprekidna na
[0,400) i derivabilna na (0, +00) te je
g'(z) = —e™" = f'(x).

Nadalje vrijedi g(0) =01 lim g(xz) =0 pa po Primjeru 2 postoji tocka & € (0, +o00) takva da je

T—+00

g€ =0, tj f(&)=—e"*



Rjesenje zadatka 5. Postoji r > 0 takav da je f'(z) < 01 f”(z) > 0 za svaki z € (0,r). Zato je f padajuca, a f’
rastuéa na (0,r). Za svake 0 < z < & < r po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji £ € {(x,¢) takav

da je
fe) = f(@) = f/(O)e —2) = f'(2)(c — 2),
odakle slijedi

f(e) flx) _ f(e)

P TS P S P
Kako je $1_i>nol+ |f(e)/f (x)] =0, postoji § € (0,¢) takav da za svaki x € (0,0) vrijedi |f(e)/f'(z)| < €, §to povlaci

f(@)
—2e < ) <e
Na taj nac¢in smo dobili lim f(z)/f'(x) = 0.
z—04

Rjesenje zadatka 6. Uzmimo z € [a,b] i k € {1,2,...,n} takav da je 2,1 < x < z. Stovise, mozemo

pretpostaviti zp_1 < x < xg, jer je za x € {xg_1, 2y} ocigledno f(z) > ¢ > 0. Po Lagrangeovom teoremu srednje
vrijednosti postoji £ € (zy_1,x) takav da je
f@) = flen—1) + f(E(x — 2p-1) 2 e = M5 > 0.
Rjesenje zadatka 7. Zbog neprekidnosti od f dovoljno je pokazati da:
o ili za svake a < x <y < b vrijedi f(%) < w,

e ili za svake a < z <y < b vrijedi f(%5Y) > M

U protivnom postoje T < yo i 21 < y1 takvi da je f(Zf%) > f(wo);f(yo), f(adm) < f(wl);f(yl). Definirajmo
funkciju
f(@e) + fy)
g 0.1 5 B, glt) = f(z) - LTI
pri ¢emu je
Ty +
= 1=tz +txy, yri=1—t)yo+tyr, 2z 1= — 5 Ye.

Ona je svakako neprekidna i g(0) > 0, g(1) < 0 pa postoji s € [0, 1] takav da je g(s) = 0, 8to posebno znaci
f(zs) — f(zs) _ flys) — f(zs) _ flys) — f(za)

Zs — s Ys — Ts Ys — Zs

Po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti primijenjenom na intervalima [z, z5] 1 [z, Ys] postoje tocke & €
(Ts,25) 1 & € (2s,ys) takve da su f'(&1) 1 f/(&2) takoder jednaki gornjim razlomcima, $to je u kontradikeiji s
pretpostavkom iz iskaza primijenjenom na z = zg, y = ys. (Vidimo da smo rijesili i malo opcenitiji zadatak, kod
kojeg se pretpostavlja jedinstvenost tocke z samo izmedu x i y.)

Rjesenje zadatka 8. Ako je x = z; za neki j, onda su obje strane 0 za bilo koji £. Zato pretpostavimo
x & {xg,...,2,}. Definirajmo funkciju g: [a,b] — R formulom

o) = f(y) - Ply) — Y2 =) W ZTn)W ZEn) g piy)

(# —wo)(x — 1) - (& —wpa) (2 — @)

Ona ima barem n + 2 realne nultocke x, zg, x1, ..., 2Zn—1, Z, pa iz Rolleovog teorema induktivno (kao u Primjeru
3) zaklju¢ujemo da ¢("*1 ima barem jednu nultocku & € (a,b). Preostaje primijetiti

(nt1) (N _ p(ndl) N (n+1)! o) — Pla
g + (y)_f + (y) (x—xo)(x—x1)~--(x—xn,l)(x—xn)(f() P( ))

Rjesenje zadatka 9. Primijetimo da je En razlika integrala funkcije f na segmentu [a,b] i Riemannove sume
funkcije f za ekvidistantnu subdiviziju na intervale I := [a + (k- 1)*’_7“7(1 + kb_T“} evaluirane u polovistima

tih intervala. ZapiSimo:
b b—a
( dm-—f( + (2 — 17 ))

/Ik + 2k = 1)52) ) da.

M:HM

ol
Il
-



Prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti za svaki x € I, postoji £ € I, tako da vrijedi
flx) = fla+ (2K —1)%2)

1 2

= f'(a+ (2k —1)5:2) (x — (a+ (2k - 1)%‘1)) + 5f”(g)(gc — (a+ (2k - 1)%@)) .

Ozna¢imo li s my i My redom minimum i maksimum od f” na I, integriranje po = € I}, i koristenje

/ (2~ (at @k —1)i50) do = / vay =2 ()

Iy
daju
1 2/b—a\3 Lar 2(0b=ay
Sl < — -1 SO0+ gMeg(——
0+2m’“3( om ) _/Ik (f(x) flat (2= 1% ))dw—OJFQM’“?,( o ) ’
odakle je
(b—a) & X o b-0?y
pia 2 S e < o D My
k=1 k=1
tj.

(b—a)’b—a < o (b—a)?b—a &
<n?A, < M.
24 n ;mk_n - 24 n ]; k

U gornjoj ocjeni prepoznajemo izraze za donje i gornje Darbouxove sume funkcije f”. Kako je ta funkcija
Riemann-integrabilna, a ocice subdivizija teze u 0, te Darbouxove sume konvergiraju prema integralu pa (po
teoremu o sendvic¢u) dobivamo i

i 28, = U [ prgan = OO (1) ),

n—oo 24 24
Rjesenje zadatka 10. Definiramo funkciju f: [0,1] — R formulom f(z) := 14-% Ona je otigledno klase C2.
Primijetimo da je

1Lk I~ 1 1

NI R e e L0

M= " ot k:1n+k

I, /2k—1 1 « 1 - 2

an( 2n ) nzl+2’“*1 Z2n+2/€—1 !

k=1 k=1 2n k=1
Kako su to Riemannove sume za ekvidistantne subdivizije od [0, 1], odmah dobivamo:
1 1
lim U, = / f(z)dr =1n2, lim V,, = / f(z)dz =1n2.

Nadalje, iz Primjera 8 i prethodnog zadatka, uz koristenje f’(x) = ﬁ, slijedi:

lim n(in2 - Uy) = — lim &, = —(1-0)(7(1) ~ f(0)) = |,
. e 1 by 1
Tim n2(n2 - V,) = lim 0%, = (- 0)(7(0) - £(0) =



