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Zadatak 1
(14 bodova) Definirajte nilpotentne i poluproste operatore na kompleksnom vektorskom prostoru. Iskažite
teorem o karakterizaciji poluprostih operatora. Opišite nilpotentne operatore čiji je indeks nilpotentnosti
jednak dimenziji prostora.
Zadatak 2
(14 bodova) Definirajte unitarne i normalne operatore. Iskažite teorem o dijagonalizaciji unitarnih ope-
ratora. Iskažite i dokažite propoziciju koja opisuje spektar hermitski adjungiranog operatora normalnog
operatora.

Zadatak 3
Operator 𝑇 ∈ 𝐿(C4) zadan je u kanonskoj bazi (𝑒) sa

𝑇 (𝑒) =

⎡⎢⎢⎣
1 2 3 4
0 1 −1 2
0 1 −1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ .

(a) (8 bodova) Odredite karakteristični i minimalni polinom od 𝑇 .

(b) (6 bodova) Označimo sa 𝑅(𝑇 ) sliku od 𝑇 . Odredite realne brojeve 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 takve da je

𝑅(𝑇 ) = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ R4 | 𝐴𝑥1 +𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥3 +𝐷𝑥4 = 0}.

Zadatak 4
(a) (6 bodova) Neka je 𝑁 ∈ 𝐿(C100) nilpotentan operator indeksa 10 takav da brojevi

r(𝐼) > r(𝑁) > r(𝑁2) > . . . > r(𝑁9) > r(𝑁10)

čine aritmetički niz. Odredite Jordanovu formu od 𝑁 .

(b) (8 bodova) Odredite Jordanovu formu operatora 𝐴 ∈ 𝐿(C10) za koji vrijedi

𝜇𝐴(𝑥) = (𝑥− 2)4(𝑥− 4)2, det(𝐴) = 214, 𝑑(𝐴− 2𝐼) + 𝑑(𝐴− 4𝐼) = 4.

Zadatak 5
(a) (8 bodova) Na prostoru R3 dano je preslikavanje ⟨· | ·⟩ : R3 × R3 → R sa

⟨(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) | (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)⟩ = (𝑣1 + 𝑣2)(𝑤1 + 𝑤2) + (𝑣2 + 𝑣3)(𝑤2 + 𝑤3) + (𝑣3 + 𝑣1)(𝑤3 + 𝑤1).

Dokažite da je to skalarni produkt na R3 i odredite neku ortonormiranu bazu za R3.

(b) (6 bodova) Neka je 𝑉 konačnodimenzionalan unitaran vektorski prostor nad C. Neka je 𝐴 ∈ 𝐿(𝑉 )
regularan operator takav da je 𝐴3 = 𝐴*. Dokažite da je 𝐴4 = 𝐼.

Vrijeme pisanja: 2h
Molimo da odvojite rješenja prva dva zadatka od rješenja
zadnjih tri zadatka.


